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1 Ziele des Readers

In der praktischen Anwendung zeigt sich héufig, dass zentrale Grundlagen
der Statistik missverstanden oder verkiirzt interpretiert werdenVan Calster
u. a. (2021)); Gelman und Loken| (2014) — ein Umstand, der nicht zuletzt auf
historisch gewachsene Routinen Kennedy-Shaffer (2019)) und falsche Lehrtra-
ditionen |Carlin und Moreno-Betancur| (2025)) zuriickzufiihren ist. Ziel dieses
Readers ist es, ausgewihlte Aspekte der Regressionsanalyse kritisch zu be-
leuchten und ein besseres Verstéindnis fiir die zugrundeliegenden Annahmen,
Grenzen und Fallstricke zu fordern. Dabei geht es weniger um eine technische
Einfiihrung, sondern um die Reflexion typischer Fehlinterpretationen — etwa
im Umgang mit p-Werten oder Modellannahmen — sowie um die Frage, wie
statistische Modelle sinnvoll eingesetzt werden koénnen.

Somit richtet sich dieser Reader vor allem an Promovierende, fortgeschrit-
tene Studierende und Anwender*innen, die keine formale Ausbildung in sta-
tistischer Inferenztheorie absolviert haben, aber Regressionsmodelle zur Ana-
lyse empirischer Daten verwenden. Er soll helfen, ein kritisches Bewusstsein
fiir die Modellwahl zu entwickeln, die Anwendungspraxis zu hinterfragen und
die Bedeutung der Reproduzierbarkeit und Transparenz von Entscheidungen
im Prozess der statistischen Modellierung hervorzuheben. [

Im Abschnitt[2] wird zunéchst die multiple lineare Regression anhand eines
Beispiels rekapituliert. Abschnitt [3| vertieft zentrale Begriffe der statistischen
Inferenz. AbschlieBend wird in Abschnitt [4] eine Simulation eingesetzt, um
das Verstandnis fiir hdufig diskutierte Probleme im Umgang mit p-Werten
zu schirfen. P

IFiir Leser*innen, die noch nicht mit linearer Regression vertraut sind, gibt es eine
Reihe von guten Statistiklehrbiichern, z. B. |Scheid und Vogl| (2021)), Fahrmeir u. a.| (2016)
oder das Online-R-Buch Applied Statistics with R (Dalpiaz, [2021)).

Der im Reader verwendete R-Code ist auf der zugehorigen Webseite unter
nold.info/RCodeReader| verfiigbar, ergéinzende Informationen finden sich im Anhang.


https://book.stat420.org/simple-linear-regression.html
http://nold.info/RCodeReader/

2 Multiple Regression: Ein Uberblick

Dieser Abschnitt beginnt mit einem fiktiven Beispiel das genutzt wird, um
statistische Konzepte zu erldutern. In dem Beispiel geht es um den so genann-
ten Gender Pay Gap (GPG), der die Einkommensliicke zwischen Frauen und
Ménnern beschreibt. In der (ebenfalls fiktiven) Stichprobe werden nur in Voll-
zeit arbeitende Frauen und Ménner beriicksichtigt. Die Outcome-Variable des
Regressionsmodells ist das monatliche Bruttoeinkommen. Ziel der Analyse ist
die Darstellung des multidimensionalen Zusammenhangs zwischen monatli-
chem Bruttoeinkommen und der Verteilung anderer Variablen. Diese Va-
riablen werden oft als Einflussfaktoren bezeichnet, wobei diese Bezeichnung
irrefithrende Assoziationen beziiglich kausaler Zusammenhéinge wecken kann.
Beriicksichtigt werden in unserem Beispiel die Variablen Alter, (hichster er-
worbener) Schulabschluss sowie die Branchenzugehorigkeit des ausgeiibten
Berufes. Dabei gibt es in dem fiktiven Datensatz zwei Branchen: In der einen
arbeiten mehr als 70% Frauen, in der anderen weniger als 30%. Die erste
Branche wird als weiblich bezeichnet. Der Schulabschluss ist in drei Katego-
rien erhoben, diese sind mittlerer Schulabschluss, Abitur und Hochschulab-
schluss.

Die deskriptive Forschungsfrage lautet: Wie unterscheidet sich das matt-
lere Einkommen in den durch die Variablen definierten Subpopulationen?

Der Datensatz umfasst 400 Personen, wobei jede Person einen Schul-
abschluss aufweist und alle Angaben vollstindig sind. Der mittlere Schul-
abschluss wird als Referenzkategorie festgelegt. Die Tabelle [1] gibt einen
Uberblick iiber die verwendeten Variablen [l

Im Abschnitt wird zunéchst das Standardmodell der multiplen Re-
gression zusammengefasst und im Abschnitt werden dann die Stichpro-
benverteilungen der Parameterschétzer angegeben und inhaltlich interpre-
tiert. Abschnitt enthilt einen Uberblick iiber Konfidenzintervalle und
Hypothesentests sowie Erlduterungen zu den jeweiligen Giiteeigenschaften.

3Eine kurze Beschreibung des Datensatzes findet sich im beiliegenden R-Code, dort
findet sich auch ein weiteres Beispiel, welches auf einem realen Beispiel beruht. Néhre
Informationen dazu finden sich im Anhang @



Variable | Label der Variable | Beschreibung
Y Einkommen Monatliches Bruttoeinkommen
X (Alter) Alter in Jahren
Xo (Frau) Geschlecht, bindr, 1 = weibl.
X3 (Abschluss) Abitur binér, 1 = ja
X4 (Abschluss) Hochschulabschluss, binér, 1 = ja
X5 (Frau_Branche) Branchenzugehorigkeit, binér, 1 = weibl.

Tabelle 1: Uberblick iiber die Variablen im fiktiven Datensatz

Der Abschnitt fithrt die Devianz, ein in der Statistik wichtiges Kon-
zept, ein und stellt darauf beruhende Moglichkeiten der Modellselektion vor.
Eine hohe Devianz weist hierbei auf ein Modell hin, das den Daten nicht
gut gerecht wird. Im Abschnitt wird ein klassischer Hypothesentest im
multiplen Regressionsmodell vorgestellt. Im Abschnitt erfolgt schlieflich
eine kurze Ergebniszusammenfassung fiir das Anwendungsbeispiel.

2.1 Multiple Regression und Methode der kleinsten
Quadrate

Das Standardmodell der multiplen Regression ist gegeben durch (vgl. |Fahr-
meir u. a., 2016, Kap. 12)



Standardmodell

Yi=PFo+ 011+ 0 woi+ ...+ 8 api e, i=1,...,n (1)
Dabei sind:
e Yi....Y, beobachtbare metrische Zufallsvariablen,

® I,,%,y, x5 gegebene deterministische Werte oder Realisierungen
metrischer Zufallsvektoren z,, z,, 4, der Lange n.

® ¢1,...¢, unbeobachtete Zufallsvariablen, die unabhéngig und
identisch verteilt sind mit E(ez) =0 und V(ei) =02

Die Regressionskoeffizienten 3y, 31, B2, 33 und die Varianz o2 sind fes-

te Groflen, die aus den Daten (z;,%;),7 = 1,...,n zu schitzen sind.

In der Darstellung des Modells wird ein Unterstrich verwendet um einen
Vektor darzustellen, so ist
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der Vektor der die Auspragungen des Merkmals X, fiir alle n Individuen
der Stichprobe enthilt. Entsprechend kann man auch die Outcome-Variable
als Vektor darstellen
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Das Standardmodell kann auch in Matrixschreibweise dargestellt werden.
Hierzu wird zunéchst die Design-Matrix x definiert als
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Analog kann man auch den Parametervektor und den Vektor der Residuen
darstellen als
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Damit kann die Gleichung in Matrixnotation dargestellt werden

Y=z-B+e (7)

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das verbreitetste Verfahren zur
Schétzung der Parameter im linearen Regressionsmodell und wird nachfol-
gend ebenfalls als Grundlage fiir die Schatzung der Regressionskoeffizienten
vorgestellt. Die Streuungszerlegung in der Regression teilt die Gesamtstreu-
ung in die erkldrte Streuung und die Reststreuung auf.

Es gilt

D ViY== (VoY) Y (- V) (8)
i=1 i=1 i=1

wobei S (V;—Y)? die Gesamtstreuung ist, S, (Y;—Y)? die durch das Mo-
dell erkliirte Streuung und 27, (¥; — Y;)? die (nicht erklirte) Reststreuung.
Die Reststreuung ist der Abstand zwischen den durch das Modell vorherge-
sagten Punkten und den beobachteten Punkten. Die Schiatzung der Regressi-
onskoeffizienten erfolgt nun, indem man den quadrierten Term der Reststreu-
ung minimiert, was zur Bezeichnung “Kleinste-Quadrate-Methode” fiihrte. Je
niedriger diese Reststreuung ist, desto besser ist die Modellanpassung. Die
Schiitzung der Parameter besteht konkret darin, einen Parametervektor 3 zu
finden, so dass

n n

- 2
Z(Yz‘ —-Y)? = Z (Yi = Bo — Brwin — Pattio — .. — Byiy) (9)
i=1 i=1

minimal wird. Die Stelle, an der die Gleichung @D ein Minimum annimmt,

wird dann mit é bezeichnet. Es lédsst sich zeigen, dass man die in Gleichung

@D dargestellte Aufgabe analytisch 16sen kann, d. h. man kann eine Formel

als Losung dieser Gleichung angeben. Diese Formel lautet

~

B=(z

(vgl. z. B. Dalpiaz, [2021], Kapitel 17 , Kap. 7.2). Es bleibt noch der Parameter
o zu schéitzen, dieser wird definiert als

)lz'Y. (10)

15
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n

52 = ;_1 SO -V (11)

n=p i=1
Es lasst sich zeigen, dass der so definierte Schétzer die Eigenschaft hat erwar-
tungstreu zu sein (vgl. z. B. Dalpiaz, [2021} Kapitel 17 , Kap. 7.2 und 8). Das
bedeutet, dass dieser Schitzer den wahren unbekannten Parameter o weder
unterschiitzt noch iiberschétzt.

Zusammenfassend: In der “klassischen” statistischen Sichtweise (auch als
frequentistische Inferenz bezeichnet) sind die Parameter 5 und o feste Wer-
te, die aus den Daten geschétzt werden. Ziel ist es, mit Blick auf frequentis-
tische Giitekriterien Schitzverfahren zu nutzen, die auf lange Sicht (in der
long-run-frequency) gut funktionieren. Diese Giiteeigenschaften stehen in en-
gem Zusammenhang mit der Stichprobenverteilung und werden im néchsten
Abschnitt exemplarisch dargestellt. Um die Schétzer in den Gleichungen
und als gut zu bewerten, muss gezeigt werden, dass sie tatsdchlich den
Giiteeigenschaften geniigen. Um sich zu vergewissern, dass dies der Fall ist
braucht man die Stichprobenverteilung der entsprechenden Schétzer. Dies

soll anhand des Anwendungsbeispiels erklart werden.

2.2 Stichprobenverteilung der Parameterschéitzer

Das Standardmodell der linearen Einfachregression erhélt man aus dem Mo-
dell der multiplen Regression (vgl. Gleichung (1)) fiir den Spezialfall p = 1.
Es handelt sich also um das Modell, das nur einen Pradiktor beriicksichtigt.
Es wird zunéchst das Alter als einzige Einflussgrofie betrachtet. In diesem
Abschnitt wird fiir die Einfachregression dargestellt, dass Giiteeigenschaften
von Schétzern und statistischen Hypothesentests direkt aus den Eigenschaf-
ten der Stichprobenverteilung folgen.

Als Stichprobenverteilung bezeichnet man die Verteilung einer bestimm-
ten Test- bzw. Schitzstatistik. Es gibt im Rahmen der Regression eine Reihe
von Test- bzw. Schatzstatistiken. Als Formeln fiir die Schétzer der Einfach-
regression ergeben sich aus Gleichung die folgenden Formeln:



G S )
Z?:1(y - yz‘)z

(12)

und
Bo=y—Ppi-T (13)
Die beiden Schétzer Bo und Bl sind Kleinste-Quadrate-Schitzer (KQ-
Schétzer). Durch die Berechnung der KQ-Schétzer konnen die Residuen geschétzt

werden. Die geschétzten Residuen sind

&=Y,—Y,iel,.. .n (14)

Zu beachten ist, dass die wahren Residuen, also die Abstédnde der be-
obachteten Daten von der wahren Regressionsgerade unbekannt sind. Wir
konnen lediglich die Abstdnde der beobachteten Daten zur geschitzten Re-
gressionsgerade berechnen. Aus den geschéitzten Residuen ergibt sich nach
Gleichung fiir die Einfachregression

1
) ZAz
“ n—24% G- (15)

Die in den Gleichungen ([12)), und gegebenen Schitzer haben
stochastische FEigenschaften. Deren Herleitung finden sich in vielen Statis-
tikbiichern z. B. in (Scheid und Vogl, 2021, Kapitel 12.1.2). Aus diesen Ei-
genschaften kénnen der Erwartungswert und die Varianz der KQ-Schétzer

berechnet werden.

Erwartungswerte und Varianzen der KQ-Schitzer

E(Bo) = o, E(B)=p, E(6)=0 (16)

10



Es lassen sich auch mit den Methoden der mathematischen Statistik die
Verteilungen der Schétzer angeben. Die t-Verteilung mit k Freiheitsgraden
wird mit ; bezeichnet. Es giltfl}

Verteilungen der standardisierten KQ-Schitzer (Einfachre-
gression)
ﬁOA_ ﬁO ~ tn_2 (19)
750
/8]./\_ ﬁl ~ tn_2 (20)
5

2

Des weiteren ergibt sich fiir den Schiitzer 62 eine y2-Verteilung mit n — 2

Freiheitsgraden, genauer:

Verteilungen des den Schiitzers 6> (Einfachregression)

(n—2)- 062

o2 ~ Xi—2 (21)

Doch, was bedeuten diese Gleichungen in einfachen Worten? Zunéchst
machen die Gleichungen bis offensichtlich, dass hinter einem Re-
gressionsoutput, den ein statistisches Programmpaket ausgibt, eine ganze
Reihe von Grundlagen der Mathematischen Statistik stehen. Wie kann man
diese Ergebnisse allgemeinverstéandlich ausdriicken?

Die Gleichung informiert dariiber, dass die Schétzer erwartungstreu
sind. Wenn man unter den selben Bedingungen wiederholt eine Zufallss-
tichprobe vom Umfang n zieht und fiir jede Stichprobe die drei Parame-
terschétzer berechnet, dann bekommt man fiir jede Stichprobe einen ande-
ren Wert. Wenn man z. B. 100 solche Stichproben zieht und 100 Mal den
Schétzer berechnet, dann hat jede dieser Stichproben ihren eigenen Schétzer

4Man beachte, dass fiir o die Schiitzung & eingesetzt wird in die Gleichungen und
um einen Schiitzer fiir die Standardabweichung der Schétzer zu erhalten (vgl. z. B.
Scheid und Vogll, 2021} Kap. 12).

11



Bék), Afk), und 6™ k € 1,...,100. Der Schitzer hat also selbst eine Vertei-
lung. Diese Verteilung nennt man die Stichprobenverteilung des Schétzers.
Die Erwartungstreue sagt nun, dass der Erwartungswert der Stichprobenver-
teilung eines bestimmten Schétzers dem zu schitzenden wahren Parameter
entspricht. Die Stichprobenverteilungen der KQ-Schétzer sind in den Glei-
chungen und gegeben.

Beruhend auf diesen Stichprobenverteilungen lassen sich auch statisti-
sche Tests und Konfidenzintervalle herleiten, diese haben Giiteeigenschaften.
Konkret hat das Verfahren zur Berechnung eines Konfidenzintervalls die
Giiteeigenschaft, dass mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit ein Intervall be-
rechnet wird, welches den wahren Parameter enthélt. Der statistische Test
hat die Giiteeigenschaft, dass die Nullhypothese mit einer vorgegebenen Irr-
tumswahrscheinlichkeit fdlschlicherweise abgelehnt wird. Gerade das ist die
Leistung des Tests. Wenn man eine Entscheidung trifft, dann kann man im-
mer einen Fehler machen. Die Irrtumswahrscheinlichkeit zu kennen, erlaubt
es, die Unsicherheit der Testentscheidung zu quantifizieren.

Man kann die Verteilung der Parameterschétzer natiirlich nicht nur fiir
die Einfachregression herleiten, sondern allgemein fiir p Pradiktoren und es
ergibt sich

Verteilungen der standardisierten KQ-Schitzer (multiple
Regression)
TP Rt SO (22)
05,
J
jed{l,...,p}

Fiir die Varianz der Residuen ergibt sich der Schétzer

Verteilungen des den Schiitzers 62 (multiple Regression)

(n—p—1)-52

0_2 ~ XTQL—p—l (23)
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2.3 Konfidenzintervalle und statistische Hypothesen-

tests

In diesem Abschnitt werden zunéchst fiir die Einfachregression und dann
fiir die multiple Regression Konfidenzintervalle und Hypothesentests vorge-
stellt. Aus den Stichprobenverteilungen der KQ-Schétzer, gegeben in den
Gleichungen und , lassen sich durch einfache arithmetische Umfor-
mungen Konfidenzintervalle und statistische Hypothesentests herleiten. Aus
der Stichprobenverteilung ergibt sich unmittelbar

P(B1 —tn21-2-05 <1 < B+ tn2,1-2 '651) =l-a (24)

und damit das Konfidenzintervall fiir 5,

(51 —ln—21-2 - 651751 +itn21-2- (331). (25)

Fiir den Achsenabschnitt 3y ergibt sich entsprechend

(ﬁo —tn-21-2 0,00 +ln-21-2 - &go) . (26)

Analog zur Einfachregression konnen Konfidenzintervalle auch fiir die
multiple Regression berechnet werden, diese sind in Gleichung gegeben.

Beruhend auf der Stichprobenverteilung lassen sich auch statistische Hy-
pothesentests konstruieren. Diese stellen formale Entscheidungsregeln dar,
die in einer Reihe von Schritten ablaufen (vgl. [Fahrmeir u. a.[ (2016, Kapitel
10.2 , S. 381 ff): Im ersten Schritt eines Hypothesentests driickt man die
quantifizierte inhaltliche Hypothese in Form einer statistischen Hypothese
aus. Die Modellannahmen werden benannt, das Signifikanzniveau wird fest-
gelegt und mit Bezug auf diese Irrtumswahrscheinlichkeit wird schliefSlich der
Ablehnbereich angegeben. Im néchsten Schritt wird der Wert der Priifgrofie
berechnet. Im letzten Schritt wird die Testentscheidung getroffen, indem man
abgleicht, ob dieser Wert im Ablehnbereich liegt. Ist das der Fall, so wird die
Nullhypothese verworfen. Es lassen sich drei Hypothesen formulieren:

13



Hypothesen fiir Regressionskoeffizienten (multiple Regressi-
on)

(a) Hy: Bi=PBo; < Hy:p;# Poy
(b) Ho:B; > po; < Hyi:pBj<po,

(c) Ho:p; <Po; < Hy:Bj> By

In Gleichung wurde die Verteilung der standardisierten Schiitzer
definiert. Sie lautet

B — B
,-Tj = # ~ tn—p—1~
Oj.
Bj

Beruhend auf dieser Verteilung lassen sich Ablehnbereiche fiir die Schétzer
konstruieren. Die Entscheidungsregel lautet dann:

Entscheidungsregel im Hypothesentest (multiple Regressi-
on)

(a) Hy: Bj = 50’]‘ ~ H: ﬁj 7é 507]‘, Hy ablehnen, falls |,_T]| >

tl—%,n—p—l

(b) Hy : Bj > 50,]’ <~ Hi: Bj < ﬁﬁ,j Hy ablehnen, falls T'J <

_tl—%,n—p—l

(C) Hy : Bj < BO,j <~ Hi: 5]' > Bﬁ,j H, ablehnen, falls 7} >

tl—%,n—p—l

Fiir die multiple Regression kann analog wie fiir die Einfachregression ein
Konfidenzintervall fiir den Regressionskoeffizienten f; j € {1,...,p} herge-
leitet werden:

14



Konfidenzintervall fiir Regressionskoeffizienten 3; j ¢
{1,...,p} (multiple Regression)

(5;‘ —tnp-11-9 05,0 ttnp11-2 - %j)- (27)

Wie das statistische Konfidenzintervall ist auch der statistische Hypothe-
sentest ein Verfahren, das iiber lange Sicht verlasslich ist. Sofern die Modell-
annahmen erfiillt sind, ist abgesichert, dass das Signifikanzniveau die ma-
ximale Wahrscheinlichkeit ist, mit der die Nullhypothese verworfen wird,
obwohl sie tatséchlich richtig ist. Sowohl beim Konfidenzintervall als auch
beim statistischen Hypothesentest stellt man sich vor, dass wiederholt un-
ter den selben Bedingungen eine Stichprobe gezogen wird. Was das konkret
bedeutet, wird am Anwendungsbeispiel im Abschnitt demonstriert.

2.4 Ein statistischer Hypothesentest im Regressions-

modell

In diesem Abschnitt geht es darum, eine statistische Hypothese mit Hilfe
eines Regressionsmodells zu testen. Die Vorgehensweise bei der Konstruktion
des Tests folgt den Schritten in Fahrmeir u.a. (2016, Kapitel 10.2 , S. 381

2.4.1 Schrittweises Vorgehen

Der erste Schritt besteht darin, dass inhaltliche Problem zu quantifizieren.
Konkret bezogen auf die gegebene Fragestellung ist die Quantifizierung wie
folgt: Die inhaltliche Frage lautet, ob weibliche Personen ein geringeres Ein-
kommen haben als ménnliche Personen. Mit anderen Worten: Wenn man das
Einkommen fiir jeweils eine weibliche und eine ménnliche Person vorhersagt
und sich die beiden Personen nicht im Alter unterscheiden, in der gleichen
Branche arbeiten und den gleichen Schulabschluss haben, dann ist die quan-
tifizierte inhaltliche Hypothese, dass fiir die weibliche Person ein niedrigeres

mittleres Einkommen vorhergesagt wird als fiir die ménnliche Person.

15



Im zweite Schritt miissen die Modellannahmen genannt werden. Hier kon-
kret: Das in H, spezifizierte Modell stellt den wahren datengenerierenden
Prozess dar. Es liegt ein Standardmodell der multiplen linearen Regression
Vor.

M : (Einkommen) ~ (Alter) + (Frau) + (Abschluss) + (Frau-Branche)

Der dritte Schritt besteht darin, dass im ersten Schritt quantifizierte
Testproblem als statistisches Testproblem zu formulieren. In diesem drit-
ten Schritt werden Aussagen iiber die Parameter des statistischen Modells
in der Nullhypothese Hy und der Alternative H; formuliert. Hier soll die
Nullhypothese 3(prau) > 0 getestet werden, gegen die Alternative f3pq.) < 0.
Bl

Die maximal akzeptierte Irrtumswahrscheinlichkeit wird im vierten Schritt
festgelegt. Sie wird als Signifikanzniveau a bezeichnet, das im Rahmen von
Hypothesentests hiufig mit o = 0.05 spezifiziert wird[f

Im fiinften Schritt wird der Ablehnbereich festgelegt. Fallt der realisier-
te Wert der Teststatistik in den Ablehnbereich, so wird die Nullhypothese
abgelehnt. SchlieSlich wird der realisierte Wert der Teststatistik im sechsten
Schritt berechnet. Im letzten siebten Schritt wird dann die formale Ent-
scheidung getroffen, entweder muss Hj beibehalten werden oder es kann H;

nachgewiesen werden.

2.4.2 Testentscheidung

Die Teststatistik und deren Vereitelung ist in Gleichung gegeben, sie
lautet hier
Br— B

— ~ t3n.
Uﬂz

57u beachten ist dabei, dass sich diese Hypothese auf den Parameter /3 (Frau) bezieht und
sich direkt auf die Vorhersage des Einkommens bei weiblichen und ménnlichen Personen
iibertragt.

6Der historische Ursprung hierfiir ist eine eher beifiillige Bemerkung von Sir R.A. Fisher
aus dem Jahr 1925.
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Beruhend auf dieser Teststatistik und ihrer Vereitelung kann man nun einen
statistischen Test fiir die einseitige Hypothese

Hy : B(qu) >0
versus

Hy : 5(qu) <0

ableiten.

Der Wert der Teststatistik betragt —19.96. Da der Ablehnbereich (—oo,
—1.65) betrigt, gilt die Alternative (bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
5%) als nachgewiesen.

Im Fazit kann man fiir die Testentscheidung zusammenfassen: Die Null-
hypothese wird abgelehnt. Dieser Test stellt eine formale Entscheidungsre-
gel dar, bei der man mit kontrollierter Irrtumswahrscheinlichkeit schlieffen

kannﬂ Wenn man die Logik des frequentistischen Denkens verstehen mdochte,
ist es sehr wichtig, sich vor Augen zu halten, dass die Giiteeigenschaften der
frequentistischen Verfahren in Figenschaften der Stichprobenverteilung ver-
ankert sind. Die Stichprobenverteilung wiederum beruht auf der Vorstellung,
die Stichprobe unter den gleichen Bedingungen wieder und wieder zu ziehen
und geht davon aus, dass das genutzte Modell das wahre Modell ist, das den
unbekannten datengenerierenden Prozess abbildet. Der statistische Hypothe-
sentest in diesem Abschnitt ist auf einen dezisionistischen Zweck ausgerichtet.
Es geht also darum, eine Entscheidung zu treffen, die auf lange Sicht selten zu
Fehlern fithrt. Auf lange Sicht kann man bei dieser Entscheidungsregel darauf
vertrauen, dass man nur in 5% der Situationen die Nullhypothese ablehnt,
obwohl tatséchlich diese Nullhypothese dem wahren Sachverhalt entspricht.

"Die Viter dieses Ansatzes haben es selbst so formuliert: We are inclined to think that as
far as a particular hypothesis is concerned, no test based upon the theory of probability can
by itself provide any valuable evidence of the truth or falsehood of that hypothesis. But we
may look at the purpose of test from another view-point. Without hoping to know whether
each separate hypothesis is true or false, we may search for rules to govern our behavior
with regard to them, in following which we insure that, in the long run of experience, we
shall not be too often wrong. (Jerzy Neyman & Egon Pearson, On the problem of the most
efficient tests of statistical hypotheses, 1933)
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Man kann die Testentscheidung auch treffen, indem man den p-Wert
nutzt. Dieser p-Wert ergibt sich hier zu 4.86 - 10752, Da die Realisation der
Zufallsvariable p-Wert hier unter 0.05 liegt und diese Zufallsvariable hier
gleichverteilt ist, wird Hy abgelehnt.

Bisher stand die inferentielle Unsicherheit im Fokus — also jene Unsicher-
heit, die sich aus dem Schluss von Stichprobe auf Population ergibt. Diese
Form der Unsicherheit betrifft vor allem die statistische Absicherung von
Ergebnissen und die Frage, wie zuverlissig sich beobachtete Effekte auf die
Grundgesamtheit iibertragen lassen. Doch Unsicherheit begegnet uns in der
Statistik auf verschiedenen Ebenen. Neben der Unsicherheit des Inferenz-
schlusses spielen auch andere Formen eine zentrale Rolle: etwa die Unsicher-
heit der Messung, die Unsicherheit der Vorhersage und die Unsicherheit, die
mit der Wahl des Modells verbunden ist. Letztere — die Modellunsicherheit
— beschreibt laut |Anderson (2019) all jene Entscheidungen, die die Modell-
bildung betreffen. Im vorliegenden Hypothesentest wurde diese Dimension
nicht weiter beriicksichtigt, d. h. das Modell wurde ohne kritische Reflexion
itbernommen. Ein zentraler Aspekt im Umgang mit Modellunsicherheit be-
steht darin, sie stets im Kontext der jeweiligen Fragestellung zu betrachten.
Nur so ldsst sich die Rolle des Modells innerhalb der Analyse klar bestimmen.
Erst eine prazise formulierte Forschungsfrage ermdoglicht es, Unsicherheiten
gezielt zu erkennen und die Analyse entsprechend auszurichten (Carlin und
Moreno-Betancur, [2025)).

Im néchsten Abschnitt werden die Devianz und das Akaike Information
Criterion (AIC) eingefithrt, um eine Herangehensweise vorzustellen, die sich
besser eignet, um der Modellunsicherheit gerecht zu werden. Test und Kon-
fidenzintervalle lassen sich auch auf Grundlage der sogenannten Likelihood-
Ratio-Test-Statistik formulieren, die in einer engen Beziehung zur Devianz
steht. Die Modellierung, also Modellanpassung und Modellselektion beru-
hend auf der Devianz, erlaubt eine hohere Transparenz im Umgang mit
Modellunsicherheit und ist daher besser geeignet als der in diesem Absatz
beschriebene Ansatz. Die Devianz ist ein Mafl das angibt, wie gut bzw. wie
schlecht ein Modell zu den Daten passt. Je hoher die Devianz, desto schlechter
die Modellanpassung. Die Devianz stellt eine Verallgemeinerung der Summe
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der Residuen dar und wird vertiefend in Abschnitt Bl behandelt.

2.5 Modellanpassung und Modellwahl: Devianz und
AIC

Ein Grundverstindnis der Devianz erlaubt einen tieferen Einblick in die Lo-
gik des statistischen Denkens. Die Devianz liegt der Parameterschatzung bei
den sogenannten Generalized Linear Models (GLMs) zu Grunde. Die GLMs
sind eine Verallgemeinerung der multiplen linearen Regression. Mit anderen
Worten: Das multiple lineare Regressionsmodell ist ein spezielles GLM. Aus
der Devianz lassen sich Kriterien der Modellanpassung und Modellwahl ab-
leiten. In diesem Abschnitt werden Eigenschaften genannt, die sie zu einer
grundlegend wichtigen Grofle in der statistischen Modellierung machen. Die
statistischen Tests und Konfidenzintervalle, die sich auf die Devianz beziehen,
werden angegeben. Wenn der Parameter o bekannt wiére, also nicht aus den
Daten geschéitzt werden miisste, dann wéren die Test- und Konfidenzinter-
valle, die auf der Devianz beruhen, identisch zu den oben angegebenen. Wenn
o aus den Daten geschétzt wird, kommt es zu minimal unterschiedlichen Er-
gebnissen bei den Konfidenzintervallen und Tests. Bei groflen Stichproben
stimmen die Konfidenzintervalle iiberein (siehe z. B. [Fahrmeir u. a.| 2009, B
4. 3.). Die Devianzﬂ hat einige Eigenschaften, die sie attraktiv machen fiir
den Prozess der Modellselektion und damit der Modellierung.

Die Auseinandersetzung mit Likelihood und Devianz hat noch einen wei-
teren sehr zentralen Vorteil: Man gewinnt dadurch weitere Giitekriterien,
die man der Analyse zu Grunde legen kann, nadmlich “likelihoodistische”
Giitekriterien. Diese erlauben eine andere Interpretation des Konfidenzin-
tervalls. Wenn man rein frequentistische Giitekriterien anwendet, dann un-
terstellt man bei einem 95%-Konfidenzintervall ein Verfahren, dass a priori
dazu fiihrt, dass ein Intervall geschéitzt wird, das den wahren Parameter mit

einer Wahrscheinlichkeit von 95% enthilt. Beruhend auf einem likelihoodis-

8Mit Devianz wird hier die Log-Likelihood auf dem deviance scale bezeichnet. Der
deviance scale wird iiblicherweise in Informationskriterien, wie dem AIC, verwendet da es

Berechnungen vereinfacht. Siehe Gleichung in Abschnitt
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tischen Giitekriterium kann man das Intervall anders interpretieren: Jedes
Intervall, das bestimmte Werte ausschliefit, sollte auch die weniger durch
die Daten gestiitzten Werte ausschliefen, das heifit, die Werte mit geringe-
rer Likelihood, basierend auf der Likelihoodfunktion (Barnard} [1967). Dann
handelt es sich um ein likelhoodistisches Giitekriterium, das sich nicht auf fre-
quentistische Fehlerwahrscheinlichkeiten bezieht, sondern auf die Likelihood-
funktion und eine Interpretation der Likelihood als komparatives Plausibi-
litdtsmafl. Die Likelihood-Ratio Test-Statistik, die in enger Beziehung zur
Devianz steht, spielt eine zentrale Rolle bei likelhoodistischen Giitekriterien.
Wenn man der eigenen Analyse diese Giitekriterien zu Grunde legt, vertritt
man einen moderat frequentistischen Standpunkt (Lin, 2024)). Die Verwen-
dung von likelhoodistischen Giitekriterien erlaubt einen flexibleren Umgang
mit der Modellierung und bietet daher mehr Moglichkeiten der Modellunsi-
cherheit gerecht zu werden. Der moderat frequentistische Standpunkt wird
den Anforderungen der Forschungsfrage oft besser gerecht als der rein fre-
quentistische oder radikal frequentistische Ansatz, der ausschliefSlich auf den
Giitekriterien der Stichprobenverteilung beruht.

2.5.1 Eigenschaften der Devianz

Fiir die eingangs formulierte deskriptive Forschungsfrage ist es das konkre-
te Ziel der statistischen Modellierung ein Modell zu finden, das zum einen
nicht zu komplex ist und zum anderen zentrale Eigenschaften der Daten,
also die Datenstruktur, gut erfassen. Im Allgemeinen wird ein komplexeres
Modell den Daten immer besser gerecht, als ein weniger komplexes Modell.
Mit anderen Worten: Komplexere Modelle konnen sich dem Datensatz bes-
ser anpassen, weil fiir die Modellanpassung mehr Parameter zu Verfiigung
stehen. Bei einer sehr komplexen Modellierung besteht unter anderem das
Risiko, dass das Modell zunehmend an Interpretierbarkeit verliert, numeri-
sche Instabilititen auftreten und die darauf basierenden Vorhersagen wenig
verldsslich sind. Besonders kritisch wird es, wenn das Modell beginnt, sich
zu stark an die zufélligen Schwankungen der Daten — also das Rauschen
— anzupassen, statt das zugrunde liegende Signal zu erfassen. Dieses soge-
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nannte Overfitting fithrt dazu, dass scheinbar prizise Ergebnisse entstehen,
die jedoch inhaltlich irrefithrend sind und bei neuen Daten versagen. Daher
versucht man oft ein moglichst einfaches Modell zu finden, dass zentrale Ei-
genschaften der Daten ausreichend erfasst. Man ist in einem Zielkonflikt und
versucht dass Modell so sparsam wie moglich und so differenziert wie nétig zu
spezifizieren. Diese Idee wird hier kurz durch die Auswahl eines Modells illus-
triert, eine mathematische Darstellung der Grundlagen erfolgt in Abschnitt
Bl Die mathematische Grundlage fiir den Vergleich von Modellen beruhend
auf der Devianz liefert der Satz von Wilks (siehe Gleichung (31).

Die Devianz hat die folgenden vorteilhaften Eigenschaften (vgl. z. B.|Gel-
man und Hill, 2007, S. 100):

1. Die Devianz ist ein Maf fiir die Abweichung zwischen Modell und Da-
ten, eine geringere Devianz bedeutet eine bessere Anpassung des Mo-
dells an die Daten.

2. Wenn ein Pradiktor, der lediglich zufélliges Rauschen ist, zu einem Mo-
dell hinzugefiigt wird, erwartet man, dass die Devianz im Durchschnitt
um 1 abnimmt.

3. Wenn ein informativer Priadiktor zu einem Modell hinzugefiigt wird,
erwartet man, dass die Devianz um mehr als 1 sinkt. Wenn k informa-
tive Pradiktoren zu einem Modell hinzugefiigt werden, erwartet man

dass die Abweichung um mehr als k£ abnimmt.

Die Beurteilung der Modellanpassung beruhend auf der Devianz soll an-
hand des eingangs beschriebenen Beispiels zum GPG vorgestellt werden: Im

Anwendungsbeispiel ist ein erstes sinnvolles Modell gegeben durch
My : (Einkommen) ~ (Alter) + (Frau) + (Abschluss) + (Frau_-Branche)

Fiir dieses Modell berechnet sich die Devianz zu Dy, = 4526.809} Diese Zahl

alleine ist nicht interpretierbar, erst wenn man die Devianz fiir ein weiteres

9Die entsprechende mathematische Formel ist im Abschnitt [3|zu finden. Im beigefiigten
R-Code findet man die Umsetzung in R.
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Modell berechnet, kann man durch einen Vergleich der beiden Devianzen die
Modellanpassung beurteilen. Wenn dem Modell ein Pradiktor hinzugefiigt
wird, der rein zuféllig ist, dann erwartet man, dass die Devianz um 1 zuriick
geht. Das bedeutet: Wenn man eine Variable simuliert und diese Variable an-
schliefend in den linearen Pradiktor aufnimmt, erwartet man eine Abnahme
der Devianz um einen Punkt. Die Devianz hat also die Eigenschaft, dass ihr
Erwartungswert immer zuriickgeht, wenn man einen Prédiktor hinzufiigt. Ist
der Pradiktor tatséchlich im wahren Modell enthalten, dann ldsst sich mit
Satzen der mathematischen Statistik zeigen, dass die Differenz der Devian-
zen M, und M, eine y?-Verteilung mit einem Freiheitsgrad folgt (siehe z. B.
Fahrmeir u. a., 2009, Kap. 4.1).@

Wir konnen ein zweites Modell in Erwigung ziehen und die entsprechen-
den Devianzen vergleichen: Eine Moglichkeit ist es, dass Frauen die in der
weiblichen Branche arbeiten ein systematisch anderes mittleres Einkommen
haben als Frauen, die in der nicht-weiblichen Branche tétig sind. Das ent-
sprechende Modell ist

M : (Einkommen) ~ (Alter) + (Frau) + (Abschluss) + (Frau_Branche)
+(Frauw): (Frau_Branche)

Die Devianz ergibt sich zu Dy, = 4526.512, der Unterschied zu Dy, —
D)y, = 0.297, so dass M; eine kaum bessere Modellanpassung bietet als M.
Im néchsten Schritt kann man zu M, z. .B einen quadratischen Term fiir das
Alter ergénzen.

My : (Einkommen) ~ (Alter) + (Alter)* +(Frau) + (Abschluss) +
(Frau_Branche)

Die Devianz ergibt sich zu Dy, = 4444.715, diese Devianz ist deutlich
niedriger als die von M. Die Differenz der Devianzen ist Dy, — Dy, =
4526.809 — 4444.715 = 82.094, und somit deutlich grofler als 1.

10Djie y2-Verteilung spielt in der Statistik eine sehr zentrale Rolle, sie wird z. B. in
(Fahrmeir u. a., [2016], Kap. 6.3) vorgestellt.
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Eine denkbare Modellerweiterung ist nun, dass der Schulabschluss sich
auf das Einkommen von Frauen anders auswirkt als auf das Einkommen von

Ménnern. Das entsprechende Modell ist

My : (Einkommen) ~ (Alter) + (Alter)* +(Frau) + (Abschluss) +
(Frau_Branche) + (Frau):(Abschluss).

Die Devianz des Modells Mj ist Dy, = 4443.553, diese Devianz ist im
Vergleich zu der Devianz von M, nahezu unverdndert. Daher ist das Modell
M, bisher das Modell mit der besten Modellanpassung.

2.5.2 Der AIC als Grundlage der Modellselektion

In Abschnitt [2.5.T]wurde bereits darauf eingegangen, dass man in der statisti-
schen Modellierung in vielen Situation versucht ein Modell zu finden, dass die
Parameter prézise schétzt, also mit niedriger Varianz und auch unverzerrt.
Hier ergibt sich ein Zielkonflikt: komplexere Modelle reduzieren die Verzer-
rung und erhohen gleichzeitig die Varianz. Um ein Modell auszuwéhlen, dass
hier einen guten Kompromiss darstellt, gibt es in der Statistik unterschied-
liche Herangehensweisen. Eine bekannte Grofle in diesem Kontext ist der
sogenannte AIC, also das Akaike Information Criterion.

Man erhélt den AIC, indem zur Devianz eines Modells die doppelte An-
zahl der Parameter des Modells addiert. Die Definition lautet

AICy =2 py + Dy (28)

wobei py; die Anzahl der Parameter im Modell M bezeichnet. Eine hohe De-
vianz ist Ausdruck einer schlechten Modellanpassung, je mehr Parameter ins
Modell aufgenommen werden, desto besser wird die Modellanpassung. Wenn
das Ziel der Modellierung darin besteht, ein moglichst sparsames Modell mit
guter Modellanpassung zu finden, dann ergibt es Sinn die Hinzunahme von
Parametern anzurechnen. Das geschieht beim AIC indem die doppelte An-
zahl der Parameter des Modells addiert wird. Wenn man die Modellwahl auf
den AIC griindet, so wahlt man das Modell mit dem niedrigsten AIC. Der
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Modell | Devianz | AIC
M, 4526.809 | 4540.809
My 4526.512 | 4542.512
M, 4444.715 | 4460.715
M, 4443.553 | 4463.553

Tabelle 2: Uberblick iiber die vier Modelle und die jeweilige Devianz und
AIC

AIC ist eine Schétzung fiir die Devianz, die zu erwarten wire, wenn das an-
gepasste Modell zur Vorhersage neuer Daten verwendet wiirde (vgl. Gelman
u. a., 2020, S. 175).

Modell 2 ist das Modell mit dem niedrigsten AIC-Wert und wird daher
als optimales Modell unter Beriicksichtigung der Komplexitéit des Modells
gesehen. Es wire falsch daraus zu schliefen, dass das Modell 2 das wahre
Modell ist oder auch nur, dass man annehmen kann, dass der Zusammenhang

zwischen Alter und Einkommen quadratisch ist.

2.6 Regressionsergebnisse im Anwendungsbeispiel

Im obigen Abschnitt wird bei dem schrittweisen Vorgehen vorausgesetzt, dass
das Modell bekannt ist und sich die Unsicherheit auf einen bestimmten Mo-
dellparameter bezieht. Diese Situation tritt in der realen Forschungspraxis
kaum auf. Die Modellwahl ist mit Unsicherheit verbunden — doch diese lésst
sich nur sinnvoll adressieren, wenn die Funktion des Modells zuvor geklart
ist. Ohne eine klare Zielsetzung kann keine statistische Theorie angemessen
angewendet werden. Im vorliegenden Fall besteht die Funktion darin, ein Mo-
dell zu identifizieren, das geeignet ist, zentrale Zusammenhénge in den Daten
zu erfassen und zu beschreiben. Die folgenden Ergebnisse werden daher mit
diesem Ziel dargestellt.
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2.6.1 Modellanpassung und Modellwahl

Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten ein geeignetes deskriptives Modell zu
begriinden. Der AIC ist ein bekanntes Maf}, aber nicht das einzig denkba-
re, welches hier verwendet werden kann. Der Prozess des Modellierens fiihrt
schliellich zu einem finalen Modell. Die Ergebnisse dieses finalen Modells
werden mit grafischen und numerischen Mitteln dargestellt. Die Modellie-
rung und Ergebnisinterpretation ist oft auf eine inhaltliche Forschungsfrage
ausgerichet. In diesem Beispiel geht es in der inhaltlichen Forschungsfrage um
den Verdienstunterschied zwischen Frauen und Mé&nnern. Unter den infrage
kommenden Modellen wird das Modell mit dem geringsten AIC gewéhlt.
Dieses Modell 2 lautet:

My : (Einkommen) ~ (Alter) + (Alter)? +(Frau) + (Abschluss) +
(Frau_Branche)

Die Ergebnisse sind in Tabelle [3| gegeben. Beruhend auf dem Modell er-
kennt man, dass Frauen im Durchschnitt etwa 192 Furo weniger verdienen
als Méanner. Dabei wird ein Modell zu Grunde gelegt, das mit Bezug auf den
AIC eine gute Modellanpassung hat. Mit Blick auf das Konfidenzintervall
erkennt man, dass die Lohndifferenz zwischen 175 Euro und 210 Euro liegt.
Dieses Konfidenzintervall enthélt Werte der Lohnliicke, die mit den Daten
kompatibel sind. Fiir jeden Wert im Konfidenzintervall wird die Nullhypothe-
se, dass der Parameterschétzer von 3 p,,) eben diesen Wert hat, beibehalten.
Das Konfidenzintervall quantifiziert die Unsicherheit des Inferenzschlusses.
Das ist die Form von Unsicherheit, die dadurch zustande kommt, dass man
von einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit schlief3t.

Bei der Interpretation dieser Regressionsergebnisse kann man nun auch
den p-Wert mit anfithren. Der p-Wert ist die Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
Konkret bedeutet das folgendes: Wie oben bereits erwéhnt, ist die Differenz
zwischen zwei Devianzen y2-verteilt. Man kann also die Wahrscheinlichkeit
berechnen, dass unter der Giiltigkeit des kleineren Modells (das entspricht
Hy, némlich dass der Regressionskoeffizient [ g, gleich Null ist) die Dif-
ferenz der Devianzen Werte annimmt, die noch hoher sind als der gegebene
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Parameter Schétzer | KI unten | KI oben
(Intercept) 467.55 385.96 549.14
(Alter) 27.4 23.3 31.47
(Alter)? —0.23 | —028 | -0.19
(Frau) —192.06 | —209.25 | —174.87
(Abschluss: Abi) | 76.62 62.22 91.02
(Abschluss: Uni) | 496.88 481.19 512.57
(Frau_Branche) | —59.12 | —77.22 —41.0

Tabelle 3: Regressionsergebnisse des besten Modells

Wert dieser Differenz. Diese Wahrscheinlichkeit nennt man Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit oder p-Wert. Wenn das Konfidenzintervall die Null nicht
enthélt, dann ist der entsprechende p-Wert < 0.05. E

2.6.2 Interpretation von Regressionskoeffizienten

Wie konnen die in Tabelle [3| angegebenen Regressionskoeffizienten korrekt
interpretiert werden?

Man kann grob zwei Arten der Interpretation von Regressionskoeffizienten
unterscheiden(vgl. (Gelman u. a., 2020, Kap. 10.2): die pradiktive Interpretati-
on und die kontrafaktische Interpretation. Bei der pradiktiven Interpretation
kann man vergleichen, wie sich der Mittelwert der Outcome-Variable dndert,
wenn man Pradiktoren auf bestimmte Werte setzt. So kann man beschrei-
ben, wie stark die Outcome-Variable zwischen Subpopulationen schwankt.
In der kontrafaktischen Interpretation interpretiert man Regressionskoeffizi-
enten als mittlere Verdnderungen der Outcome-Variable, wenn man einen
bestimmten Pradiktor verdndert. Man fragt hier: Was hétte ich beobachtet,
wenn dieser Pradiktor einen anderen Wert héatte? Bei der kontrafaktischen
Interpretation kann man daher wirklich von einem Effekt des entsprechenden
Pradiktors sprechen, bei der pradiktiven Interpretation sollte dieser Begriff

nicht genutzt werden. Es handelt sich hier nur um eine Charakterisierung

Man sollte die Bedeutung des p-Werts hier nicht {iberinterpretieren.
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von Subpopulationen, die (unter bestimmten Modellannahmen) verglichen
werden.

Eine Art der Ergebnisdarstellung, die sich fiir nichtlineare Modelle oder
Modelle mit Interaktionen fiir die prdadiktive Interpretation eignet sind die so-
genannten AMEs (average marginal effects) |Arel-Bundock u. a.| (2024]). Wenn
man z. B. den AME fiir den Préadiktor (Alter) berechnen mochte, geht man
wie folgt vor: Man berechnet fiir jede Person im Datensatz die Steigung der
Variable Alter. Diese Variable ist quadratisch in der Modellgleichung, da-
her ist ihre Ableitung also die Steigung, vom Wert der Variable abhéngig.
Im n&chsten Schritt berechnet man die durchschnittliche Steigung, es ergibt
sich fiir Modell M, ein Wert von 7.96 mit einem Standard Error von 5.60.
Die mittlere Steigung kann auch gruppenspezifisch berechnet werden z. B.
getrennt fiir Frauen und Méanner. Fiir die Pradiktoren, die linear und ohne
Interaktion im Modell vorkommen unterscheidet sich der AME nicht von dem
in Tabelle [3|angegeben Regressionskoeffizienten. Insgesamt kann man die Er-
gebnisse wie folgt interpretieren: Das mittlere Einkommen unterschiedet sich
deutlich in den durch die Pradiktoren beschriebenen Subpopulationen. Die
Unterschiede sind inhaltlich relevant?] und statistisch signifikant. Die Mo-
dellselektion beruht auf dem Vergleich von drei Modellen beruhend auf dem
AIC. Wenn man zwei Modelle vergleicht, wihlt man das Modell, dass die
niedrigere Devianz hat. Der AIC integriert in diese Entscheidung auch die
Anzahl der Parameter, so dass grofle Modelle eher nicht gewéhlt werden. So
gelangt man zu einem Kompromiss zwischen Komplexitit des Modells und
mangelnder Anpassung an die Datenstruktur.

Um zu priifen, ob das gewahlte Modell die Daten tatséchlich adaquat zu-
sammenfasst, sollte in einer realen Analyse eine Regressionsdiagnostik durch-
gefithrt werden (siehe z. B.|Gelman und Hill, 2007, Kap. 3.6). Ergénzend sind
Robustheitsbetrachtungen sinnvoll, um die Auswirkungen alternativer Mo-
dellentscheidungen systematisch zu untersuchen.

Ein zentraler Aspekt der Modellselektion ist die Frage, wie viele Model-
le man iiberhaupt vergleichen darf, ohne die Aussagekraft der Analyse zu

12Wie hoch der Unterschied sein muss, um als inhaltlich relevant zu gelten, sollte vor
Beginn der Analyse festgelegt werden.
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gefidhrden. Um diese Frage fundiert beantworten zu kénnen, ist ein Grund-
versténdnis fiir die Stichprobenverteilung von Differenzen in Devianzen not-
wendig. Denn durch den Modellvergleiche mittels Hypothesentests verédndert
sich mit der Anzahl der Vergleiche die Verteilungseigenschaft des Teststatis-
tik und damit die Interpretation der Ergebnisse.

Ziel der Modellwahl ist es, ein Modell zu identifizieren, das die Struk-
tur der Daten moglichst priagnant zusammenfasst. Dabei konnen durchaus
mehrere Modelle in Frage kommen. Wenn diese zu inhaltlich vergleichbaren
Schlussfolgerungen fiihren, ist die Zusammenfassung als gelungen zu betrach-

ten — unabhéngig davon, welches Modell im Detail gewahlt wurde.

3 Vertiefende Betrachtung

In diesem Abschnitt wird beruhend auf der mathematischen Definition der
Devianz das Verstdndnis fiir die Nutzung der Devianz zum Modellvergleich
vertieft. Man kann Parameter schéitzen, indem man die Devianz minimiert

und damit die Modellanpassung maximiert. Dieses Prinzip der Parameterschitzung
wird als Maximum-Likelihood-Schitzung (ML-Schiitzung) bezeichnet. [F]

3.1 Likelihood und Devianz als Grundlage der frequen-
tistischen Parameterschéitzung

Die Log-Likelihood auf der deviance scale, kurz Devianz, fiir eine multiples
lineares Regressionsmodell M ist definiert als

Da(B,6) := —2log(La (B, 6)), (29)

wobei L), die Likelihood des Analysemodells M bezeichnet. Die Devianz
eines Modells kann als statistische Zusammenfassung gesehen werden, die
die Modellanpassung quantifiziert, analog zu den Residuen in der multiplen
Regression (vgl. |(Gelman und Hill, 2007, S. 100).

13Eine sehr verstindliche Einfithrung in die Logik der ML-Schétzung fiir die Einfachre-
gression findet sich im Online R-Buch |Applied Statistics with R in den Kapiteln 7.5 und
7.6 oder in [Fahrmeir u. a.| (2016} Kapitel 9.3)
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Die Likelihood des Analysemodells ist

n

LM(E,U)ZH L -exp(—(‘yi_zi—lﬁjim) >

L1 9702 202
=1

Zur Schétzung der Regressionskoeffizienten wird der ML-Schétzer berech-
net. Fiir den Vektor der Regressionskoeffizienten B, der die Likelihood des
Analysemodells maximiert, gilt

B = argmax Ly (3, 0).
5 1l

Es gilt
. p 2
B = arggnin (yi - Z @j@m)
g i=1

und somit entspricht der ML-Schétzer dem KQ-Schétzer. Fiir die Devianz
Dy (B, 6) des Analysemodells M ergibt sich durch Gleichung

Da(B,y) = —2 - log(La (B.6)) =

~

n (g — S B )
- _9. <_ glog(Qﬂ&Z) . Z (yz i=1 &gi,j) ) _

: 202
=1

= n(log(2m) + log(6?) + 1) (30)

Zusammenfassend: Wenn zwei Modelle M, und M; gegeben sind, dann
kann man die jeweiligen Devianzen bzw. die entsprechenden Differenzen die-
ser Devianzen nutzen, um die Anpassungsgiite zu vergleichen und man kann
auch einen statistischen Test entwickeln, um eine Entscheidung fiir eines der
beiden Modelle zu treffen. Diese beruhen auf dem Satz von Wilks. Dieser

Satz sagt aus, dass die Differenzen von Devianzen einer y?-Verteilung folgen.

3.2 Modellvergleiche beruhen auf Devianz und AIC

Die Devianz kann fiir unterschiedliche Modelle berechnet werden. Oft inter-

essiert man sich dafiir, ob die Hinzunahme einer Variable zu einer deutlichen
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Verbesserung der Modellanpassung fithrt. Um diese Frage mit Blick auf die
Devianz beantworten zu koénnen, sei das Modell M, ein Modell, welches in
einem groferen Modell M; enthalten ist. Mit anderen Worten, man erhélt
My indem man einige der Parameter die in M; enthalten sind herausnimmt.
Mathematisch gesehen bedeutet das, dass man den Parametervektor des Mo-
dells Mj erhilt, indem man einige Komponenten des Parametervektors von
M gleich Null setzt.

Der Parametervektor des Modells M; wird mit 3 bezeichnet, dieser hat
die Lange p + 1. Der Parametervektor des Modells My mit v und hat die
Liange [ + 1. Es gilt p > [. Die Devianz des Modells M; ist sicher gerin-
ger als die des Modells M. Das gilt, da das Modell M; alle Parameter des
Modells M, enthélt. Daher ist das Modell M; mit Sicherheit besser an die
Daten angepasst als Mj. Die Diskrepanz Dy, — Dy, hat also ein positives
Vorzeichen. Wenn diese Diskrepanz einen hohen Betrag hat, bedeutet das in-
haltlich, dass das Modell M; eine deutlich bessere Datenanpassung bietet als
M. Man braucht eine Messlatte, um abzumessen, was eine ,,grofle“ Diskre-
panz bedeutet. Insbesondere ist es in der frequentistischen Herangehensweise
Ziel des Inferenzschlusses, mit kontrollierter Irrtumswahrscheinlichkeit von

der Stichprobe auf den zu Grunde liegenden probabilistischen Zusammen-
hang zu schliefen. Um das tun zu konnen brauchen wir die Stichprobenver-
teilung der Statistik DLO@, 7) = D, (é) — Dy, (7). Es ldsst sich zeigen,
dass asymptotisch

Dl,o@a )~ X2 (k) (31)

gilt, sofern das Modell M, das wahre Modell ist. Dabei ist x*(k) die -
Verteilung mit & = p — [ Freiheitsgraden (vgl. z. B. [Pruschal, 2000, S. 288,
255, Beispiel (c)). Dieser zentrale Sachverhalt wird als Satz von Wilks be-
zeichnet. Der Satz von Wilks liefert, analog zum AIC, eine Grundlage fiir
den Vergleich von zwei Modellen. Beruhend auf dem Satz von Wilks lassen
sich sogar Hypothesentests und Konfidenzintervalle herleiten.

Durch Gleichung wird ein mathematischer Sachverhalt ausgedriickt,
doch was hat dieser Ausdruck mit der Realitéit zu tun? An dieser Stelle ist
es wichtig, sich die Grundlogik des frequentistischen Denkens vor Augen zu
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fithren. Die Zufallsstichprobe Y entsteht durch die Ziehung einer Zufallsstich-
probeE[] Beruhend auf der Stichprobe Y kann man eine Reihe von sogenann-
ten Statistiken berechnen. Eine Statistik ist definiert als Funktion die sich aus
der Stichprobe Y berechnen lisst, wie z. B. der Mittelwert Y der Stichpro-
be. Auch der Median bzw. die Varianz sind solche Statistiken. Als Statistik
bezeichnet man also allgemein eine Groéfle, die man aus der konkreten Stich-
probe berechnen kann. Die Begriffe Teststatistik oder Schétzstatistik werden
verwendet, wenn das Ziel der Herangehensweise darin besteht einen statisti-
schen Test bzw. einen Schétzer zu konstruieren. Die Statistik DLO(@, Q) ist
hier unsere Teststatistik. Ziel ist es einen Test zu konstruieren, mit dem man

die Hypothese

Hy : M, ist das wahre Modell
Versus
H; : M, ist das wahre Modell

testen kann. Die Gleichung informiert uns tiber die (asymptotische)
Verteilung der Teststatistik D1,o(§ , é) unter Hy. Diese Gleichung besagt in-
haltlich folgendes: Wenn man immer wieder (unter den gleichen Bedingun-
gen) eine Zufallsstichprobe Y zieht und jedes Mal den entsprechenden Wert
der Teststatistik ELO@ , Q) berechnet, dann ist unter Hy die Verteilung die
man daraus erhilt eine y2-Verteilung mit k Freiheitsgraden. Es ist in der fre-
quentistischen Herangehensweise {iiblich, die tatsédchlich beobachtete Stich-
probe zu vergleichen, mit allen anderen (nicht-beobachteten) Stichproben,
die unter Hy moglich gewesen wéren. Um den Vergleich der tatséchlich beob-
achteten Stichprobe mit den unter Hy moglichen Stichproben konkret durch-
zufiithren, berechnet man den Wert der Teststatistik fiir die Stichprobe. Die-
sen berechneten Wert kann man dann mit den entsprechenden Werten, der

unter Hy moglichen Stichproben, vergleichen.

1Die Priadiktoren 1 ...z, werden als deterministisch betrachtet bzw. das Modell wird
bedingt auf die Realisation der Pridiktoren formuliert.
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3.3 Statistische Signifikanz: p-Werte, Devianz und Frei-
heitsgrade

Nachdem durch die Gleichung eine Teststatistik gegeben ist, deren Ver-
teilung unter H, bekannt ist, kann ein Signifikanztest hergeleitet werden.
Ein statistischer Test stellt, wie in Abschnitt bereits ausgefiihrt, eine
Entscheidungsregel dar, die darauf ausgerichtet ist, mit kontrollierter Irr-
tumswahrscheinlichkeit auf die Grundgesamtheit bzw. allgemeiner auf einen
probabilistischen Zusammenhang zu schliefen. Es handelt sich also um in-
duktives Verhalten, dass sich dadurch auszeichnet, dass die Irrtumswahr-
scheinlichkeit vorgegeben werden kann.

Die Vorgehensweise bei der Konstruktion des Tests folgt den Schritten die
in Abschnitt 2.4.1] beschrieben wurden. Um die Konstruktion der Teststatis-
tik in diesen Schritten zu zeigen, soll hier die Nullhypothese 3, = 0 getestet
werden, d. h. v = (8o, 81, B2, - - -, Bp-1,0). Der Parametervektor des Modells
M, ist 8 = (Bo, B1, B2, - - -, Bp-1, Bp). Zur Wiederholung: Die maximal akzep-
tierte Irrtumswahrscheinlichkeit wird im vierten Schritt festgelegt. Sie wird
als Signifikanzniveau « bezeichnet. Im fiinften Schritt wird der Ablehnbereich
festgelegt. Féllt der realisierte Wert der Teststatistik in den Ablehnbereich,
so wird die Nullhypothese abgelehnt. Schlieflich wird der realisierte Wert der
Teststatistik im sechsten Schritt berechnet. Im letzten siebten Schritt wird
dann die formale Entscheidung getroffen, entweder muss Hy beibehalten wer-
den oder es kann H; nachgewiesen werden.

Beruhend auf dem Satz von Wilks (siche Gleichung (1)) wissen wir,
dass unter Giiltigkeit von H die Teststatistik Dl,O(éa 4) einer x2-Verteilung
mit einem Freiheitsgrad folgt. Das 95%-Quantil der x?(1)-Verteilung ist 3.84.
Wenn die Realisation der Teststatistik diesen Wert {iberschreitet, dann wird
H, abgelehnt. Fiir die Testentscheidung kann alternativ der p-Wert verwen-
det werden. So wie die Teststatistik selbst, ist auch der p-Wert eine Zufalls-
variable. Die Testentscheidung beruht darauf festzustellen, ob die Realisation
einer Zufallsvariable im kritischen Bereich liegt oder nicht. Der kritische Be-
reich wird dadurch festgelegt, dass die Verteilung der Teststatistik unter H
bekannt ist. Im konkreten Fall ist der kritische Bereich [3.84, 00).
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Man kann die Teststatistik Dl,o@, j) so transformieren, dass dabei ei-
ne gleichverteilte Zufallsvariable entsteht. Diese Zufallsvariable heifit p-Wert
und ist definiert als V' := P(T" > t) = 1 — F(T), wobei F' die Verteilungs-
funktion der Teststatistik D1,o(§ ,0) bezeichnet. Die so transformierte Zufalls-
variable ist gleichverteilt (vgl. z. B. Murdoch u.a. |2008). Fiir diese gleich-
verteilte Zufallsvariable V' ergibt sind der kritische Bereich zu (0, 0.05]. Die
Nullhypothese wird also abgelehnt, wenn wenn V' < 0.05 gilt. Man kann die
Testentscheidung daher treffen, indem man entweder die Realisation der Test-
statistik D1,o(§ ,0) abgleicht mit dem kritischen Bereich [3.84, 00) oder indem
man die Realisation von V' abgleicht mit dem kritischen Bereich (0, 0.05]. Bei-
de Vorgehensweisen sind mathematisch dquivalent und fithren daher immer
zu selben Ergebnis.

Festzuhalten ist unbedingt, dass die Zufallsvariable V' eben eine Zufalls-
variable ist und keine Wahrscheinlichkeit. Die Realisation dieser Zufallsva-
riable ist Grundlage der Testentscheidung. Wenn sie in den Ablehnbereich
fallt, dann ist die Alternativhypothese signifikant. Das bedeutet konkret, dass
man auf lange Sicht (in der long-run-frequency) in nur 5% der Fille, Hy
falschlicherweise ablehnt.

In vielen statistischen Analysen finden sich falsche Interpretationen von
p-Werten, es gibt eine Reihe von etablierten Missverstandnissen. Ein histori-
scher Grund dafiir ist, dass sich die Interpretationen des p-Wertes, die in der
Praxis héufig verwendet werden, aus zwei unterschiedlichen und unvereinba-
ren statistischen Theorien zusammensetzen, ndmlich der Herangehensweise
von Neyman und Pearson auf der einen Seite und Fisher auf der anderen Seite
(siche z. B. Haig}, 2018, Kap. 3). Im néchsten Abschnitt stehen nicht die histo-
rischen Ursachen fiir die Missversténdnisse im Zusammenhang mit p-Werten
im Fokus, sondern mogliche Auswirkungen solcher Missverstédndnisse E[ Ein

Prozess des Modellierens, der auf falschen Vorstellungen von statistischen

5Historische Entwicklungen der Statistik kénnen in diesem Reader nicht umfassend
behandelt werden, da ihre Komplexitdt den Rahmen eines kurzen Textes iibersteigt. Fiir
weiterfithrende Einblicke werden zwei Artikel empfohlen: |Kennedy-Shaffer| (2019) zur Ent-
stehung des ,,Kults um den p-Wert “ und [Kennedy-Shaffer| (2024)) zur historisch belasteten
Entwicklung der Statistik.
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Modellen und auf irrefithrenden p-Wert-Interpretationen beruht, kann zu ei-
ner Alchemie fithren, die statistisches Rauschen in scheinbare wissenschaftli-
che Evidenz ,,verwandelt.“ Die Zufallsvariable p-Wert ist nur dann gleichver-
teilt, wenn eine bestimmte Vorgehensweise eingehalten wird. Wenn man von
dieser Vorgehensweise abweicht, &ndert sich die entsprechende Stichproben-
verteilung und das fiithrt zu irrefithrenden Schliissen (siehe z. B. |Meinfelder,
und Kluge, 2020, Kap. 3). m

4 Viele Entscheidungen: Garden of Forking
Paths

In einem Artikel mit dem Titel The Statistical Crisis in Science Data-dependent
analysis— a ,garden of forking paths“ — explains why many statistically si-
gnificant comparisons don’t hold up beschreiben Gelman und Loken| (2014)
einen ,,Garten der Weggabelungen“ und meinen damit, dass im Prozess der
Modellierung zu einem stark verzweigten Entscheidungsbaum fiihren. Im
letzten Abschnitt dieses Readers wird mit Bezug auf das Anwendungsbei-
spiel ein kleiner Einblick in diesen ,,garden of forking paths“ gegeben.

Die Statistik ist eine Wissenschaft, die sich systematisch mit der Frage
nach dem Umgang mit unterschiedlichen Formen von Unsicherheit beschéftigt.
Jeder Inferenzschluss ist mit Unsicherheit behaftet und die Leistung eines
Inferenzkonzeptes besteht darin verléssliche Schlussverfahren zu begriinden.
Eine vertretbare statistische Analyse zeichnet sich dadurch aus, dass der Infe-
renzschluss nachvollziehbar und transparent ist. In der statistischen Fachwelt
wird seit Jahrzehnten kritisiert, dass zahlreiche statistische Analysen an die-
ser Stelle mangelhaft sind.

Kritisiert wird u.a. ein Umgang mit statistischen Methoden der mehr am
Erfolg der beteiligten Wissenschaftler*innen als an der Richtigkeit des Ergeb-
nisses interessiert ist (Van Calster u. a., [2021). Ferner wird kritisiert, dass in

16EFin interessanter Artikel, der praktische Hinweise zur Interpretation des AIC ist
Sutherland u.a. (2023)). Dieser Artikel ist empfehlenswert, wenn man ein besseres
Verstéindnis fiir den Zusammenhang von p-Werte, Devianz und AIC entwickeln mdchte.
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der Wissenschaft Methoden genutzt werden, die nicht vertrauenswiirdig ge-
nug sind, da ihre tatsédchlichen Anwendungspotenziale und Grenzen zu wenig
untersucht wurden (Heinze u. a., 2024b|) oder ein wissenschaftliches System,
dass methodologische Kurzsichtigkeit mehr fordert als valide Herangehens-
weisen (van Ravenzwaaij u. a., [2023). Ahnliche VorstoBe gibt es auch von der
American Statistical Association, die zu einem Reformprozess aufgerufen hat
(Wasserstein u. a., 2019)).

Uber das vermutlich bekannteste Problem hat sogar die Presse berichtet:

Grobe Fehler in Statistik: Der “p-Wert”gilt als Goldstandard, doch er fiihrt
in die Irre. Er schadet damit seit Jahren der Wissenschaft[”|

Der p-Wert: Alle kennen ihn, die meisten missbrauchen thn, kaum einer
versteht ihn. Statistiker fordern nun ein Umdenken. Denn: Forschende ohne
Statistikkenntnisse schaden der Wissenschaft. ['¥]

oder

Signifikanter Unfug: Die statistische Signifikanz, gemessen mit dem
sogenannten p-Wert, hat in der Wissenschaft eine geradezu gotzenhafte
Bedeutung erlangt. 800 Forscher beklagen Fehler und fordern ein
Umdenken. [

Im n#chsten Abschnitt folgt ein kleiner Einblick in das ,,p-Wert-Problem*
und die damit verbundenen Missverstéindnisse.

4.1 Statistische Alchemie: Wenn Rauschen zu Erkennt-
nis wird

Im Laufe des Prozesses der Modellierung muss man viele Entscheidungen
treffen. Diese betreffen z. B. die Auswahl der Variablen, die ins Modell auf-

17

www . spektrum.de/news/statistik-wenn-forscher-durch-den-signifikanztest
-fallen/1224727

®www.nzz.ch/karriere/studentenleben/der-problem-wert-1d.133818

Yhttps:/ /www.sueddeutsche.de/wissen /statistik-p-wert-signifikanz-hypothese-
nullhypothese-1.4375636
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genommen werden, die funktionale Form oder die Frage ob, fiir einige Varia-
blen Interaktionen beriicksichtigt werden sollten. Oft beginnt man mit einem
plausiblen Modell oder einer Liste von plausiblen Modellen und wahlt ad-hoc
ein finales Modell aus. Diese Entscheidung beruht nicht selten auf Kriterien,
die keine belastbare statistische Grundlage haben. Am Ende lesen sich viele
Publikationen so, als wéren all die Entscheidungen im Prozess der Modell-
bildung kaum wichtig fiir die finale Ergebnisinterpretation. Bereits vor 25
Jahren wurde das Problem treffend zusammengefasst:

Standard statistical practice ignores model uncertainty. Data analysts ty-
pically select a model from some class of models and then proceed as if the
selected model had generated the data. This approach ignores the uncertainty
in model selection, leading to over-confident inferences and decisions that are
more risky than one thinks they are. (Hoeting u. a., [1999)

Was meint die bekannte Statistikerin Jennifer Hoeting mit iiberzogenen
Schlussfolgerungen und Entscheidungen, die risikoreicher sind, als man denkt?
Eine fehlerhafte etablierte Herangehensweise die zu solchen falschen Schliissen
fithrt, wird in der Fachliteratur als ” p-Hacking” bezeichnet.

p-Hacking kann, insbesondere im Zusammenspiel mit anderen Fehlern in
der statistischen Inferenz, je nach Forschungskontext zu gravierenden Fehl-
interpretationen und methodischen Problemen fithren. In den Worten von
Andrew Gelman: statistics is often sold as a sort of alchemy that transmutes
randomness into certainty, an “un- certainty laundering” that begins with
data and concludes with success as measured by statistical significance (siehe
Quelle). Wie kann eine solche Alchemie entstehen?

Um diesen Sachverhalt anschaulicher zu machen, werden dem Datensatz
25 Variablen hinzugefiigt, die reines Rauschen sind, also nichts mit dem Mo-
dell zu tun haben. Diese Variablen werden mit V; bis Vo5 bezeichnet. Fiir jede
dieser Variablen ist die Wahrscheinlichkeit, dass der entsprechende p-Wert
signifikant ist 5%, denn p-Werte sind unter der Nullhypothese gleichverteil-
te Zufallsvariablen. Bei 20 Variablen ist daher die Wahrscheinlichkeit, dass
mindestens eine signifikante Variable dabei ist

1 —(0.95)* = 64.15%.
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Wenn man sogar 25 Variablen ausprobiert, kommt man auf 72.26%.

Das p-Hacking bietet also gerade in grofien Datensétzen ein gewisses Po-
tential signifikante Effekte zu finden, die keine sind. Gerade wenn grofie Da-
tensédtze, wie ALLBUS oder PISA, von vielen Forschenden genutzt werden,
kann man sich gut vorstellen, dass diese Form des Overfitting auftritt. Die
Problematik kann noch dadurch verschéarft werden, dass man Hypothesen
nachtréglich &ndert bzw. formuliert (man spricht von Harking (Kerr| 1998):
,Hypothesizing After the Results are Known“) oder die Relevanz des Effekts
(also die Effektstérke) mit der statistischen Signifikanz vermischt und die Be-
griffe | statistische Hypothese“ und ,,inhaltliche Hypothese®“ filschlicherweise
gleichsetzt. |Gelman und Geurts (2017)) sprechen von einer , ‘sociology’ of
the process of research and publication,“ die erklart, wie es dazu kommen
kann, dass wohlmeinende Forschende Publikationsprozesse in einem Fachge-
biet iiber Jahrzehnte aufrechterhalten werden konnen, selbst wenn es keine
konsistenten zugrunde liegenden Effekte gibt.

Im Beispiel werden 25 Variablen simuliert, die keinen Bezug zur Outcome-
Variable haben, also reines Rauschen sind. Die Variablen enthalten ganzzah-
lige Werte zwischen 0 und 20, so dass sie z. B. Likert-Skalen entsprechen.
Zur Veranschaulichung werden auch diese Variablen inhaltlich belegt: Die
Variablen V1 bis V10 beziehen sich auf Haltungen die Naturverbundenheit,
Religiositéit bzw. Spiritualitdt messen, die Variablen V11 bis V20 enthalten
Einstellungen zu Gerechtigkeit im Job fiir Méanner und Frauen, zu Familie,
zu beruflichen Zielen und insbesondere zur Wichtigkeit der eigenen Karrie-
re in der Lebensplanung usw. Die letzten fiinf Variablen V21 bis V25 ent-
halten die Selbsteinschiatzung zu Personlichkeitseigenschaften, konkret An-
strengungsbereitschaft, Durchhaltevermégen, Motivation, Zielstrebigkeit und
Selbstwirksamkeit.

Jede Variable wird einzeln ausprobiert und in dem Modell M2 aus Ab-
schnitt hinzugefiigt. Die Variablen V6, V17, V19, und V25 haben
p-Werte die hochstens 0.1 betragen und werden in das finale Modell aufge-

nommen, dieses ist damit

Myina : (Einkommen) ~ (Alter) + (Alter)* + (Frau) + (Abschluss) +
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(Frau_Branche) + (V6) + (V17) + (V19) + (V25)

Im finalen Modell haben schliellich alle Variablen aufler V6 und V17
einen p-Wert der hochstens 0.05 betrdagt. Der p-Wert von V6 und V17 liegt
unter 0.1. Die Ergebnisse finden sich im beiliegenden R-Code. Hervorzuheben
ist, dass dieses Ergebnis statistisch signifikant ist, was nicht unbedingt be-
deutet, dass es inhaltlich relevant ist. Wenn die inhaltliche Relevanz nicht vor
Beginn der Analyse definiert wurde (beispielsweise, dass man erst ab einer
bestimmten Effektstidrke von einem inhaltlich relevanten Ergebnis sprechen
kann), kommt es leicht dazu, dass man die statistische Signifikanz und die
inhaltliche Relevanz miteinander verwechselt. Die Signifikanz trifft jedoch
nur eine Aussage dariiber, ob ein Parameterschitzer systematisch von Null
abweicht [

Es wurden somit signifikante Effekte nachgewiesen, geméfl denen hohe be-
rufliche Ziele und eine hohe Selbsteffizienz das Einkommen erhchen. Aufler-
dem wurde ein immerhin schwach signifikanter Hinweis darauf gefunden, dass
Naturverbundenheit das Einkommen signifikant reduziert und eine positive
Haltung zur Gleichberechtigung von Mann und Frau im Job das Einkommen
signifikant erhoht. Jetzt kann nachtriglich eine entsprechende Hypothese for-
muliert werden und schon wurde Harking betrieben. Die anderen Variablen
im Modell bekommen dabei beispielsweise die Rolle ,, Kontrollvariable.” Bei
dieser irrefithrenden Schlussweise wird meist auch die inhaltliche Hypothese
mit der statistischen Hypothese gleichgesetzt und es wird oft die kontrafakti-
sche Interpretation der Regressionskoeffizienten verwendet, obwohl durch die
Modellierung nur die pradiktive Interpretation gerechtfertigt ist E E

In einem Nachtrag zu ihrem Artikel The Statistical Crisis in Science-
Data-dependent analysis— a ,garden of forking paths“ — explains why many

20Die Wahrscheinlichkeit ein statistisch signifikantes Ergebnis zu erzielen steigt bei glei-
cher Effektstéirke mit wachsendem Stichprobenumfang.

21Der Wissenschaftstheoretiker Haig weist auf die zentrale Bedeutung hin, die eine un-
begriindete Gleichsetzung der statistischen und inhaltliche Hypothese fiir irrefiihrende

Schliisse in der Psychologie hat. (Haig, 2018| S. 57)
22Leser*innen, die sich vertiefend mit dem Thema auseinandersetzen méchten, wird die

Lektiire von Meinfelder und Kluge, (2020]) empfohlen.
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statistically significant comparisons don’t hold up weisen Gelman und Loken
darauf hin, dass in vielen Analysesituationen eine Zweckentfremdung statis-
tischer Methoden nicht absichtlich geschehen muss (siche Quelle). In diesem
Artikel schreiben die Autoren ,In this garden of forking paths, whatever rou-
te you take seems predetermined, but that’s because the choices are done
implicitly. The researchers are not trying multiple tests to see which has the
best p-value; rather, they are using their scientic common sense to formulate
their hypotheses in reasonable way, given the data they have. The mistake is
in thinking that, if the particular path that was chosen yields statistical signi-
ficance, that this is strong evidence in favor of the hypothesis.“ Die Autoren
stellen dann klar, dass es sich in vielen Féllen um eine Uberinterpretation der
Ergebnisse handelt. Die Ergebnisse sind oft, wenn man ihren eigentlichen sta-
tistischen Gehalt betrachtet, teilweise explorativ und fragil und sollten auch
so kommuniziert werden. So fordern Gelman und Loken schliellich: ,As a re-
sult, the authors of such studies would have to recognize that the evidence in
favor of their research hypotheses is much weaker than they had presumed. “

4.2 Initial Data Analysis (IDA) — Ein guter erster Schritt

Fehler in der statistischen Analyse entstehen h&ufig nicht aus mangelnder
Sorgfalt, sondern schleichen sich ein, weil im Vorfeld zentrale Aspekte der
Datenstruktur und Modellierung nicht ausreichend bedacht wurden. Gerade
in der Anwendungspraxis zeigt sich, dass Forschende oft zu friih in komplexe
Analysen einsteigen — ohne ein fundiertes Verstindnis der Eigenschaften,
Zusammenhénge und potenziellen Fehlerquellen ihrer Daten. Dies kann zu
Fehlinterpretationen und methodisch fragwiirdigen Ergebnissen fithren.

Ein vielversprechender Ansatz, um diesem Problem zu begegnen, ist die
Initial Data Analysis (IDA). Sie stellt eine systematische Vorstufe zur ei-
gentlichen Modellierung dar und zielt darauf ab, die Daten zunéchst in ihrer
Struktur, Qualitdt und Besonderheit zu verstehen. IDA hilft, die Angemes-
senheit der Modellstrategie zu priifen, die Interpretation der Ergebnisse vor-
zubereiten und die Prisentation der Resultate zu strukturieren. Ein zentraler

Grundsatz von IDA ist dabei, auf die Bewertung von Zusammenhéngen zwi-
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schen Outcome und Préadiktoren zu verzichten — um Verzerrungen in der
spateren Inferenz zu vermeiden Heinze u. a.| (20244).

Damit IDA ihr volles Potenzial entfalten kann, sollte sie vorab geplant
und als fester Bestandteil in den statistischen Analyseplan eines Projekts in-
tegriert werden. Eine gut dokumentierte IDA erhoht nicht nur die Reprodu-
zierbarkeit, sondern schafft auch die Grundlage fiir eine robuste und transpa-
rente Modellierung. Empfehlungen zur Ausgestaltung eines IDA-Plans sowie
ein Beispiel aus einem diagnostischen Modellierungsprojekt finden sich bei
Heinze u. a.| (2024a).

4.3 Gute Entscheidungen: Reasoning With Data

Der Satz ,,Choosing inputs to a regression is often the most challenging step
in the analysis “ bringt zum Ausdruck, dass eine zentrale Herausforderung im
Umgang mit Modellunsicherheit die Variablenselektion betrifft. Er findet sich
in (Gelman und Hill, 2007, S. 45) in einem Abschnitt zur Modelldiagnostik.
Die Modell- bzw. Variablenselektion kann unterschiedlich begriindet werden,
z. B. durch inhaltliches Vorwissen oder durch statistische Giitekriterien wie
dem AIC.

Die Einbindung einer Regression in eine statistische Argumentation ist ei-
ne anspruchsvolle Aufgabe, die von der konkreten Forschungsfrage und Ana-
lysesituation abhéngt. Oft braucht man dafiir nicht nur statistisches und
inhaltliches Wissen iiber die Analysesituation, sondern auch Erfahrung. Sta-
tistisches Denken bedeutet aus einer Reihe von mathematischen Annahmen
unter Nutzung empirischer Daten eine nachvollziehbare Argumentation auf-
zubauen. Statistik ist ,,reasoning with data“ oder genauer gesagt, die Theorie
die die Konzepte der Fachsprache, fiir das ,,reasoning with data“ definiert und
diskutiert (Freslie und Reislien| 2019). P¥|Nold und Heinze! (2025]) hebt hervor,

wie herausfordernd es ist, Statistik auf unterschiedlichen Anspruchsebenen zu

23Ein zentraler Bestandteil dieser Fachsprache ist auch die Bayes-Inferenz, die alterna-
tive Wege des statistischen Schlieflens er6ffnet und insbesondere bei komplexen Modellie-
rungsfragen wertvolle Perspektiven bietet. Aufgrund des Umfangs kann sie in diesem Rea-
der nicht vertieft behandelt werden. Fiir eine fundierte Einfiihrung wird auf die Lehrbiicher
von [Johnson u. a.| (2022) und [Kaplan| (2023) verwiesen, die die Prinzipien der Bayes’schen
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vermitteln — insbesondere im Hinblick auf die Fahigkeit, statistische Literatur
kritisch zu lesen und die eigenen methodischen Grenzen zu erkennen. Wich-
tig sind hier sowohl die aktive als auch passive Methodenkompetenz: Aktiv
bedeutet, selbst Analysen durchfithren und die einzelnen Schritte begriinden
zu koénnen, passiv bedeutet, veroffentlichte statistische Analysen kritisch zu
lesen und einschétzen zu kénnen, inwieweit deren methodische Entscheidun-
gen nachvollziehbar sind oder wo eine eigene Bewertung nicht moglich ist.
Dieser Reader mochte hierfiir eine Grundlage schaffen — ohne Anspruch auf
Vollstéandigkeit, aber mit gezielten Verweisen auf weiterfithrende Literatur

zur Anwendung und Bewertung statistischer Verfahren.

4.4 Reproduzierbare Forschung

Die Vertrauenswiirdigkeit von statistischen Ergebnissen kann im Zusammen-
hang mit deren Replizierbarkeit bzw. Reproduzierbarkeit diskutiert werden
(Peels und Bouter, 2023). Die Vertrauenswiirdigkeit der Ergebnisse héingt
mafigeblich von der Reproduzierbarkeit des Studienprotokolls ab. Das Studi-
enprotokoll beinhaltet alle Schritte, die wihrend der Datenanalyse vorgenom-
men werden. Es ist eine vollstdndige Beschreibung, wie die Forschungsfrage
beantwortet wird. Im Idealfall enthélt es alle Details, die fiir eine Reproduk-
tion der Studie erforderlich sind. Theoretisch legt das Studienprotokoll nicht
nur fest, wie die Forschungsfrage lautet und wie die Daten erhoben werden,
sondern auch, wie die Daten analysiert werden. In der Praxis ist die An-
leitung zur Datenanalyse oft in einem separaten Dokument enthalten: dem
Datenanalyseplan (Synonym: Analyseplan). Eine Analyse wurde erfolgreich
reproduziert, wenn eine unabhéngige Re-Analyse der Originaldaten unter
Verwendung desselben Studienprotokolls zu den gleichen Ergebnissen fiihrt
(Nuijten, [2022)). Die Transparenz des Protokolls ist daher eine wesentliche
Voraussetzung fiir die Reproduzierbarkeit einer Studie.

Dieser Reader mochte nicht die Verwendung von bestimmten Herange-
hensweisen empfehlen, wie z. B. die Verwendung des AICs zur Modellselek-

tion, sondern dafiir sensibilisieren, dass jede statistische Analyse einem gut

Statistik praxisnah und verstindlich vermitteln.
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durchdachten und transparent kommunizierten Forschungsplan folgen sollte.
Die einzelnen Schritte der Analyse sollten dabei klar definiert und kohérent
verwendet werden @ Die Offenlegung des Studienprotokolls, ist wichtig um
die Vertrauenswiirdigkeit von statistischer Forschung zu gewihrleisten. |Peels
und Bouter| (2023)) formulieren es so: ,The availability of a detailed study
protocol and data-analysis plan, however, does enable a replication and the-
reby opens up the possibility to increase its trustworthiness. That being said,
even if replication studies are not carried out, the requirement of replicabi-
lity may actually provide a strong incentive to perform the study well. The
demand to be replicable comes with a risk that flaws and errors will be identi-
fied by others. That awareness in itself may make the results of a study more
trustworthy due to a more careful execution.“

Im Prozess der Modellierung werden zahlreiche subjektive Entscheidun-
gen getroffen, diese Entscheidungen beeinflussen mafigeblich die Ergebnisse.
Daher sind Transparenz und Reproduzierbarkeit wichtig um die Aussagen ei-
ner statistischen Analyse richtig einschitzen zu konnen. Denn die Bedeutung
der Zahlen und Tabellen in statistischen Analysen wird durch den Prozess
der Modellierung definiert:

The numbers have no way of speaking for themselves. We speak for them.

We imbue them with meaning. @

24Tn diesem Reader wurde eine deskriptive Forschungsfrage behandelt. Hier geht es dar-
um, einen guten Kompromiss zwischen der Anpassung an die Daten und der Komplexitét
des Modells zu finden. Bei anderen Arten von Forschungsfragen, z. B. kausalen Forschungs-
fragen, ist die Modellspezifikation an andere Ziele gekniipft. Es gilt jedoch fiir alle Arten
von Forschungsfragen: Die Aussagekraft und die konkrete Interpretation eines statistischen

Modells hiangen also von der Kohérenz des Studienprotokolls ab.
25Zitiert nach [Spiegelhalter| (2019), Original (Silver, [2012).
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A R-Code

Im Ordner Source, der auf der begleitenden Webseite unter nold.info/RCodeReaderverfiigbar
ist, befinden sich folgende Dateien:

e gpg.RData — Beispieldaten, die im Reader verwendet werden.
e rpackages.R — Eine Liste der in der Analyse verwendeten R-Packages.

e functions.R - Benutzerdefinierte R-Funktionen zur Datenverarbei-

tung.

Diese Dateien konnen zur Reproduktion der im Reader dargestellten Ana-
lysen verwendet werden. Der Ordner ist iiber die Homepage direkt zugénglich.

Die folgenden Seiten enthalten den vollsténdigen R-Code zu den im Rea-
der und im Anhang beschriebenen Beispielen:

e R-Code im Reader — enthilt den vollstindigen Code zu den im
Haupttext behandelten Auswertungen und Visualisierungen.

e R-Code in Appendix A2 — dokumentiert ergénzende Analysen und

weiterfithrende Berechnungen, die im Anhang A2 erldutert werden.

e R-Code in Appendix A3 — beinhaltet zusétzliche Funktionen und
Auswertungen, die im Anhang A3 beschrieben sind.

Diese Seiten ermoglichen eine transparente Nachvollziehbarkeit der im
Reader dargestellten Ergebnisse und dienen als Grundlage fiir eigene Repro-
duktionen oder Erweiterungen.

R-Code zu dem Geburtsgewicht-Beispiel (A 2)

Im R-Code findet sich ein zweites Beispiel, das auf einem realen Datensatz
beruht.

Der Geburtsgewicht-Datensatz enthélt 10 Variablen. Die Daten wurden
im Baystate Medical Center in Springfield, Massachusetts, im Jahr 1986 erho-
ben. Die Daten enthalten Risikofaktoren, die vermutlich mit einem niedrigen
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Geburtsgewicht des Kindes in Zusammenhang stehen. In dem Beispiel soll
untersucht werden, welche Indikatoren, insbesondere die Handlungen und
der Gesundheitszustand der Mutter wiahrend der Schwangerschaft, das Ge-
burtsgewicht des Kindes beeinflussen. Das Modell beinhaltet als potentielle
Einflussgréfien, die Angaben der Mutter zu ihrer Hautfarbe, zu ihrem Alter,
ihrem Gewicht zu Beginn der Schwangerschaft, zum Vorliegen von Hyperto-
nie und zum Raucherstatus der Mutter.

Simuliert werden 25 potentielle weitere Einflussfaktoren, die im z. B. Fra-
gen zu Gesundheitsthemen entsprechen konnten. Fiinf dieser Variablen sind

erneut Bignifikant”.

R-Code zum Human-Computer-Interaction (HCI) Bei-
spiel (A 3

In einem dritten Beispiel wird der engen Zusammenhang zwischen dem Zwei-
Stichproben t-Test und der Einfachregression dargestellt.

Inhalt des Beispiels

Forschungsfrage: Kann ein empathischer Chatbot die negativen Folgen so-
zialer Ausgrenzung abmildern?

Forschungshypothese: Ein Gesprich mit einem empathischen Chatbot
nach einer Erfahrung sozialer Ausgrenzung fiithrt zu einer signifikanten Ver-
besserung der Stimmung im Vergleich zu einer unempathischen Kontrollin-
teraktion.

In einem fiktiven Experiment nehmen die Proband*innen an einer Grup-
pendiskussion zu einem aktuellen Thema teil, die in einem Chatforum statt-
findet. Wihrend der Diskussion werden sie konsequent ignoriert, was eine
Erfahrung sozialer Ausgrenzung darstellt. AnschlieBend werden die Teilneh-
menden zufillig in zwei gleich grofle Gruppen mit jeweils 100 Personen auf-
geteilt: Gruppe 0 erhélt lediglich ein hofliches Dankeschon fiir die Teilnahme,
wéhrend Gruppe 1 ein Gespriach mit einem empathischen Chatbot fiihrt.

Zur Erfassung des emotionalen Zustands werden 25 verschiedene Skalen
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erhoben, die jeweils unterschiedliche inhaltliche Dimensionen der Stimmung
abbilden. In den zugrunde liegenden simulierten Daten besteht tatséchlich
kein systematischer Zusammenhang. Dennoch zeigt die Simulation, dass sich
fiir zwei der 25 Skalen signifikante Effekte nachweisen lassen — entweder mit-
tels einer einfachen linearen Regression oder dquivalent durch einen Zwei-
Stichproben-t-Test.

Aquivalenz zwischen Zwei-Stichproben t-Test und Einfachregressi-

on

Man kann sich durch folgende Uberlegungen vergegenwirtigen, dass die Ein-
fachregression mit einem bindren Pradiktor und der Zweistichproben-t-Test
(Fahrmeir u. a., [2016)[vgl. z. B.][Kapitel 11] dquivalent sind:

Der Zweistichproben-t-Test vergleicht die Mittelwerte der beiden Grup-
pen, bezeichnet mit gy und p;. Daher kann man die beiden Parameter der
Einfachregression auf diese beiden Mittelwerte abbilden, ndmlich

Bo = Ho
und
B1 = p1 — o

Fiir die Regressionskoeffizienten stimmten der ML-Schéitzer und die KQ-
Schétzer iiberein. Es ergibt sich also in diesem Fall

Bo = fio = Yo
und
B = fn — fio = Y1 = Yo,
wobei Y;, j € {0,1} den Mittelwert der Outcome-Variable in der Gruppe
r = j bezeichnet.

Der Schiitzer fiir & it (vgl. (15))

26Dieser entspricht nicht dem ML-Schiitzer, der ML-Schiitzer ist mit % normiert.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass die Teststatistik im Zweistichproben-t-Test
mit der Teststatistik in der Einfachregression fiir 5; identisch ist (vgl. (20))).

Durch Umformungen sieht man, dass

=1

Damit ergibt sich, dass

wobei & := v/62. Diese Teststatistik ist die Teststatistik des Zweistichproben-
t-Tests. Sie ist t-verteilt mit n—2 Freiheitsgraden und dquivalent zur Teststa-
tistik des Regressionskoeffizienten ; in der Einfachregression. Daher liefern
z. B. beide Herangehensweisen, also der Zweistichproben-t-Test und die Ein-
fachregression, die selben p-Werte.
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